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For irrational numbers 0 define a(B) = lim sup{ l/(q(p - qe))l p E E, q E N, 
p -qO > 0) and a(e) =0 for rationals. Put c?(8) = max(a(@), a(--@). Then 
9I=a(F?\Q) is an asymmetric analogue to the Lagrange spectrum iii =d(lR\Q). 
Our results concerning 2t partly contrast the known properties of 3. In fact, VI is a 
perfect set, each element of which is a condensation point of the spectrum and has 
continuously many preimages. ‘u is the closure of its rational elements and of its 
elements of the form p fi @ E CR), as well. The arbitrarily well approximable 
numbers form a G,-set of 2. category. One has, roughly speaking, ri -+ co for a -+ 1. 
Finally, the well-known Markov sequence which constitutes the lower Lagrange and 
Markov spectrum is proved to be a (small) subset of 2I n [a, 3). 
1. Es sei 19 eine Irrationalzahl und $0) das Supremum der Werte 
a > 0, fur welche die Ungleichung Ip/q - 81 < l/(aq2) mit unendlich vielen 
reduzierten Briichen p/q erfiillbar ist. Offenbar gilt E(B) = 
lim sup{ l/lq(p - qd)l 1 p E Z, q E N }. Nach einem alten Satz von Hurwitz ist 
stets E(0) > \/5 mit Gleichheit nur ftir B, = (1 + &/2 und die abzlhlbar 
vielen dazu aquivalenten Zahlen. Aquivalenz zweier Zahlen bedeutet dabei, 
da8 deren regularire Kettenbruchentwicklungen bis auf hiichstens endlich viele 
Glieder iibereinstimmen. Die Menge g der Werte E(e), das sogenannte 
Lagrangespektrum, ist eingehend untersucht worden. Es bestehen enge 
Zusammenhlnge mit dem Markovspektrum % der Werte j?(G), wo l/&G) = 
inf{ ] & r2 1 ] (& , &) E G # (0, O)}/d(G) das homogene Minimum eines ebenen 
Gitters mit Determinante d(G) bedeutet (vgl. etwa Berstein [ 11, Cassels [3], 
Cusick [5], Gruber [ 131, Hlawka [ 151, Koksma [21], Kogoniya [ 18-201 und 
Lekkerkerker [22]; dort such Hltere Literatur, wenn hier nur Autorennamen 
zitiert). !!!j ist der Abschlulj clos iii von ‘% sowie der Menge der Werte Q), y 
quadratisch irrational. Freiman [lo] zeigt fi # b und bestatigt damit eine 
Vermutung von Perron. Weiters ist bekannt, dal3 iii (und damit %?) ein ganzes 
Interval1 [r, co] enthllt. Das minimale I ist heute bekannt. Die Struktur des 
unteren Spektrums ist dagegen uneinheitlich und kompliziert. In dem an das 
Minimum anschliel3enden Interval1 [d5, 3) stimmen ‘% und B iiberein, und 
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zwar bestehen sie dort aus den abziihlbar vielen isolierten Werten der 
Markovfolge YJI der Zahlen ,/w (n Losung von n* + m2 + I? = 
hml, n, m, I E N, IZ > m > 1), die nur fur gewisse quadratisch irrationale 
Zahlen angenommen werden und sich gegen 3 haufen. Derselbe Wert ist 
Kondensationspunkt des dartiberliegenden Spektrums. Oberhalb von !lJI gibt 
es weitere Kondensationspunkte und Lucken. Nach Perron ist etwa 
(d/12, d/13) eine solche. In [3, \/12] ist % (und damit g) nirgends dicht und 
besitzt abzlhlbar viele Liicken (Kinney and Pitcher [17]). Bumby 121, 
Cusick [4], Hightower [ 141 und Gbur [ 121 bestimmen weitere Lucken, 
Varnavides und Cohn konstruieren Folgen isolierter Werte in %?. Hier sei auf 
ein Isoliertheitskriterium von Rogers [3, Kap. II] und eine Verall- 
gemeinerung von Barnes hingewiesen. 
Ahnliche Fragen wurden fur asymmetrische Approximationen behandelt, 
u.a. von Segre, Mahler, Robinson, Olds, Negoescu und LeVeque (vgl. [22, 
S. 393, 404f]). So Itit sich etwa fiir jede Irrationalzahl 0 die Ungleichung 
-d(d) < P/4 - 0 < l&q*), u > 0, a = dm, mit unendlich vielen 
reduzierten Briichen erftillen. Fiir o = 0 ist a = 1 bestmiiglich. Es bezeichne 
nun a(8) das Supremum der Werte a, fur die eine Irrationalzahl 0 die 
einseitige Approximation 0 < p/q - 13 < l/(aq’) mit unendlich vielen 
reduzierten Briichen zulll3t. Es gilt dann 
a(8) = limsup( l/(q(p - qe)) 1 p E Z, q E N, p - qe > 0). 
Fur Rationalzahlen setze man kfim‘tig a(e) = a(8) = 0 (Deren Hinzunahme 
empfiehlt sich lediglich wegen der bequemeren Formulierung von (1~)). Aus 
den Delinitionen folgt unmittelbar a(e) = max{a(tY), a(-@}. Es sei 2l die 
Menge der Werte o(0) bei irrationalem 0, also ein einseitiges Analogon zum 
Lagrangespektrum. Nach dem obigen ist min{(U) = 1. Zusammenhlnge mit 
dem asymmetrischen Markovspektrum B bzw. 8’ der Werte 
P(G) = d(G)/infG t2 I (t,, t2) E G f (0, 01, 4 - t2 > 01 bzw. 
wurden u,a. von Chowla, Cugiani und Jackson [ 161 angegeben. Aus alteren 
Arbeiten von Segre, Mahler, Davenport and Heilbronn und Chalk folgt 
inf(B} =min{B’} = 1. Lindgren [23] (vgl. such Tornheim [26]) zeigt 
B’=‘u sowie [~2+(1+~5)/2,co]cU und tindet in Verallgemeinerung 
eines Resultats von Dumir [9] mit einer Methode von Hightower [ 141 eine 
Folge von Liicken in U, deren Randpunkte ‘?I angehiiren und sich gegen das 
Minimum 1 haufen. Die folgenden Ergebnisse tiber die Struktur von ‘u lassen 
z.T. erhebliche Gegensatze zu den Eigenschaften von % erkennen. 
SATZ 1. Das einseitige Lagrangespektrum U ist perfekt und der 
AbschluJ seiner rationalen sowie seiner Elemente der Form p drn @ E a). 
(la> 
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Jeder Punkt des Spektrums ist Kondensationspunkt und besitzt 
kontinuumviele Urbilder. (lb) 
Die Menge 0 = (0 1 a(0) c CO } der in diesem Sinne einseitig schlecht 
approximierbaren Zahlen ist eine magere PO-Menge. (lc) 
2I besitzt nach (la) im Gegensatz zum Lagrangespektrum keine isolierten 
Punkte. Auch (1 b) trifft keineswegs fiir ganz % zu, wofi.ir etwa die Markov- 
folge ein Beispiel abgibt. (lc) hingegen hat erst recht Giiltigkeit fur die (sehr 
vie1 kleinere) Menge 0 = {B ] G(e) < co } = 0 n (-0) der symmetrisch 
schlecht approximierbaren Zahlen, welche aurjerdem bekanntlich eine 
Nullmenge bilden. Ein analoger Satz lielje sich fur p aussprechen: Die Menge 
der ebenen Gitter mit /3(G) < co ist von 1. Kategorie in dem mit der tiblichen 
lokalkompakten Topologie ausgestatteten Raum aller ebenen Gitter. Mit 
denselben Mitteln wie (la) zeigt man das 
COROLLAR. Es gilt 23 # clos B = 2l (=B’). 
SchlieBlich geben wir noch zwei Eigenschaften des unteren Spektrums an: 
SATZ 2. 
Bei 1 < a(e) < 2 gilt a(e) = +e) > 2/(a(e) - 1). (3 
Bei d/5 < a(8) < 3 gilt C(e) = a(-@ = a(@. (2b) 
Nach dem Hurwitzschen Satz ist jedenfalls $0) = w(4) > d5 bei 
a(B) <d/5. (2a) zeigt dartiberhinaus a(O), a(4) -+ co bei a(0) -+ 1. Durch 
(2b) erweist sich die Markovfolge als gemeinsamer Bestandteil von % und 8. 
Man beachte jedoch, dal3 jeder Wert a = o(e) E IlJl nach (lb) kontinuumviele 
Urbilder 0’ # 0 unter CI besitzt, fur die dann notwendig a(&) ( 3 < a(--&) = 
a(6)‘) E %\YJI ist. Dasselbe gilt fur die kontinuumvielen Zwischenwerte 
a(ey E ‘u n [d5,3), d’ le sich nach (la) gegen jedes Element der Markov- 
folge haufen (und zwar, wie der Beweis zeigen wird, jedenfalls von links), 
ohne ihr anzugehoren. Das untere Markovspektrum ist also eine vergleichs- 
weise kleine Teilmenge von ‘?I. 
2. Wir stellen zuerst einige Hilfsmittel zusammen. Jede reelle Zahl 0 




=: (k,, k,, k, ,...) (3) 
k, - k, -. . . 
darstellen mit k, E Z und Teilnennern k,, k,,... E N, >2 (siehe [25]). LHBt 
man nur nichtabbrechende Entwicklungen zu, dann ist die Darstellung 
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eindeutig. Zwei Zahlen heiOen aquivalent, wenn ihre Entwicklungen (3) bis 
auf endlich viele Glieder iibereinstimmen (Die Aquivalenz deckt sich nicht 
mit der beziiglich der regulken Entwicklung). Rationale Zahlen sind durch 
das Auftreten eines Abschnitts (2, 2,...) =: (2), charakterisiert und bilden 
eine Aquivalenzklasse. Tiefgestellte Indizes nach eingeklammerten Ziffern- 
folgen geben hier und im folgenden an, wie oft dieselben aneinanderzureihen 
sind. Wegen ((2),) = 1 + l/n, also ((2),) = 1, werden wir rationalen Zahlen 
fallweise eine abbrechende Entwicklung zuordnen und lassen dann als letzten 
Teilnenner 1 und co zu. 
LEMMA 1. Stimmen fir zwei Zahlen 8 = (k, ,..., k,-, , k, ,...) > 8’ = 
(k k O,“‘, n--l, I,,...) (mindestens) die ersten n Glieder Cberein, dam ist 
(O<) 0 - 0’ < l/n. (44 
Ist Cberdies k, + , > 1, + , und max{k, ,..., k, , k, + I} =: k, dann gilt 
O- 8’ > l/(Z,+,k*“+‘). 
Beweis. Wir beniitigen zwei einfache Regeln: Wegen der Monotonie von 
(3) in allen Teilnennern ist (k, ,... k,, r) < (k, ,... k, + 1, s) bei r, s E IR, >I, 
und ferner erhllt man durch wiederholtes Umformen (k,,... k,- ,, k,,...) - 
(k, ,... k,-l, I, ,... ) = ((k, ,...) - (I “,... ))/((k, ,... k, ,... )(k2 ,... k “,...) . . . 
(k “,... )(k, ,... I “,... )(k2 ,... 1, ,...) . . . (I,,...)). (4a) folgt nun aus 0 < 0 - 8’ < 
(k,,... k,-1, 00) - (hv-k-l- 1) G M(PL1XPL2) ... 
(PM * 1 . 1 . . . 1) = l/n und ist ersichtlich nur im Fall 0 = ((2),), 8’ = 1 
scharf. Zum Nachweis von (4b) verfahrt man Ihnlich. 
LEMMA 2. FCr irrationales 8 = (k,, k, , k, ,...) gilt 
a(0) = lim sup{ (k,, k, +, ,...) 
+ (0, k,,-1, L,... k,)lnENk,,>3}. (5) 
Beweis. Es sei eine Irrationalzahl 19 = (rO, r, , r2 ,...) gegeben. Eine 
geometrische Interpretation von a(6) = l/lim inf(q(p - qB 1 p E E, q E N, 
p - qt9 > O} erhllt man iiber das ebene Gitter G(0) = (Y-L) Z*, also die 
Menge der Punkte (q, p - q8), p, q E Z. Der lim inf ist nlmlich gerade iiber 
die Koordinatenprodukte der Gitterpunkte des ersten Quadranten zu 
erstrecken. Unter diesen braucht man offenbar nur die Gitterpunkte 
(q,, , pn - qn 0) des Kleinschen Umrirjpolygons P des ersten Quadranten (d.i. 
der Rand der konvexen Hiille der im ersten Quadranten liegenden Gitter- 
punkte), ja sogar nur dessen Ecken in Betracht zu ziehen. Es ist klar, da13 P 
ein nach unten konvexer Polygonzug ist, dessen Ecken von Gitterpunkten 
gebildet werden. Wir setzen x0 = (c,,,, c2,,) = (0, 1) und bezeichnen die auf P 
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liegenden Gitterpunkte in ihrer natiirlichen Reihenfolge mit x, = (rIn, C&J, 
n E IN. Fiir den Nachfolger von x0 gilt ersichtlich x1 = (rll, &,) = (1, #), 
wobei 
qi = r - 0 = l/(1,, r2 ,... ). (6) 
Fiir jedes IZ E N bilden die Punkte 0, x,- 1, x, ein Gitterdreieck, B, = 
(x,-, , x,J ist daher eine Basis von G(B). Da B,, 1 aus B, durch Unimodular- 
transformation hervorgeht, miissen zwischen aufeinderfolgenden Gitter- 
punkten auf P Beziehungen der Form 
X n+l = knxn -x,-l (7) 
mit gewissen natiirlichen Zahlen k, > 2 bestehen (Die Annahme k, < 1 
scheidet ebenso wie das alternative Vorzeichen leicht aus). Ferner erkennt 
man aus der Darstellung x, = (x,+, + x,,- Jk,, unmittelbar, da13 k, > 3 
genau fiir die Ecken zutrifft. Liest man (7) koordinatenweise und beachtet 
0 < tln--l < tin, t2n--l > tzn > 0, so ergibt sich 
o < h-2 = k 
‘1, < 1 0 < r2n+1 = k, - r2n-1 < 1 -- 
(In-1 n--L (I,-, ’ r2n r 2n 
(wodurch-nach kleiner Umformung ersichtlich-die k, als kleinste ganze 
Zahlen iiber <,,/{,,-, und gleichzeitig iiber rzrr- ,/r2, ausgewiesen sind). 
Durch Iteration erhHlt man daraus <,,/<,,-l = (k,-, , k,-, ,... k,), n = 2,3 ,... 
und <2n- J&, = (k,, k,, , ,... ), n = 1, 2 ,... Speziell ist (l/4=) r2,,/<,, = 
(k,, k2,...). Das zeigt durch Vergleich mit (6) fiirs erste rn = k, (n E N). 
Weiters gilt wegen d(G) = 1 = / det B, 1 = &,, c2n _ 1 - rln-, c2n fiir die Gitter- 
punkte auf P 
II E N (Speziell ist l/r,, r2, = (k, , k*,...)). Daraus folgt (5) in Verbindung 
mit der Tatsache, dalj man nur die Ecken von P zu berijcksichtigen braucht 
und genau fiir diese k, > 3 ist. 
LEMMA 3. FCr Zquivalente Zahlen 8,8’ ist a(9) = a(@‘). 
Beweis. Folgt unmittelbar aus den vorangegangenen Lemmata 1,2. 
Man kann eine linksabbrechende Folge (k,, k,, k2,...) nach links 
beliebig-sogar zu einer links nichtabbrechenden Folge-ergtinzen, ohne 
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dadurch den lim sup in (5) zu beeinflussen. Von dieser Moglichkeit wird zur 
Vereinfachung der Argumentation stillschweigend Gebrauch gemacht 
werden. 
LEMMA 4. Bei r E 2, k, m, n ,... , , >3 a, b >O E B, besteht die Identitcii ,... , , 
-(r; k; P), , m, (Q,, n,... > 
= (1 - r; (2)k-2 ; a + 3, (2>,-3, b + 3, (2),-, ,...> (8) 
Indem man (8) notigenfalls von rechts nach links liest, ist dadurch der 
Zusammenhang zwischen den Entwicklungen von 9 und -8 tatslchlich fiir 
alle 19 E R beschrieben. Die UnregelmHBigkeit am Anfang start die Dualitlt 
nicht. 
Beweis. Es sei 19 eine Irrationalzahl mit Entwicklung (r, k, , k2,...) Wir 
nehmen an, da13 gilt k, > 3 (Im alternativen Fall k, = 2 spiegle man die 
ganze Konstruktion an der x-Achse). Die Bezeichnungen seien dieselben wie 
vorhin. Erkllrt man x,, = (0, 1) als Anfangspunkt von P, dann ist der 
Nachfolger x, = (1, 4) mit 4 = r - 8= l/(r,, rz,...) die erste Ecke von P. 
Wegen der Irrationalitat von 19 bilden die Indizes v(l) = 1, v(2), v(3),... der 
Ecken eine nichtabbrechende Folge. Es bezeichne ferner P’ das 
UmriBpolygon des vierten Quadranten mit y, = (vi,,, qzO) = (1, $ - 1) als 
Anfangspunkt und gleichzeitig erster Ecke. Der Nachfolger von y, ist y, = 
(vl,, qzl) = 2x, - x0 = (2,2$ - 1); mit y, (n E NJ) seien die Gitterpunkte auf 
P’, mit ypCO) = y,, y,,(r), yrrC2),... die Ecken bezeichnet. In Analogie zu (7) 
bestehen Beziehungen y, + , = f,, yn - y,-, mit I,, E N, >2, woraus sich 
Q,/v,,-, = (In-,, In-Z,... I,), q2n-1/q2n = (I,. lntl,...), n E N ableiten ldk 
Insbesondere ist vJq2, = (I,, 12,...) = (4 - 1)/(24 - 1) und daher -8= 
-r + f$ = -r + 1 - l/(2 - l/(1,, Z2 ,... ))), also 
-0 = -(r; k, , k, ,...) = (1 - r; 2, I,, I, ,... ). (9) 
Wir schreiben nun die P bzw. P’ zugeordnete Folge (k, , k, ,...) bzw. (I,, 1, ,...) 
durch Zusammenfassen der Zweien zu (eventuell leeren) Abschnitten der 
endlichen Langen t(n) bzw. u(n) in der Form 
@p(1), W,(,,, kv(z,r (2),,2,-1 bzw. (W,,,,9 h, (%w h, -1 
und behaupten, da13 gilt 
k v(n) = a(n) + 3, Zpcn) =lu(n> + 3 (n E N). (loa, b) 
Der Beweis stiitzt sich auf die Rekursionen 
Yrc(n - 1) = x”(n) - x”(n) - 1 3 X u(n) = Y&L(n) - Y,,(,,-~ (n E N), WY b) 
DlOPHANTlSCHE APPROXlMATlONEN 275 
die man ohne Schwierigkeit induktiv zeigt. Der Zweienabschnitt zwischen 
1 a(n-I) und 402, hat die Lange o(n), daher ist p(n) =iu(n - 1) t a(n) t 1, 
dementsprechend liegen auf der Strecke zwischen den benachbarten Ecken 
Yacn-I,, Yd”) noch genau o(n) weitere (gleichabstandige) Gitterpunkte 
Es fokt y,(n) - yt,(n-1) = (0) + l)(~ucn-I,+, - 
;;::::y= Yy& l)(y,,,, - y u(n) _ ,), daraus durch wiederholte 
Anwendung van (114 (x,(~+ 1) - x,,(,+~) - 1) - C%, - xocn,-J = 
(44 t 1) xu(n,y men xutn t I, - xocn + 1)- 1 = -k, t 1 - x,(,) also x,(n) f I = 
(a-) + 3)X”bl, - x”(n) - 1. Vergleich mit (7) liefert (lOa). Bei (lob) verfahrt 
man analog. (8) folgt aus (9) und (10). 
3. Beweis uotz Satz 1. Urn die Abgeschlossenheit von ‘u in einem 
zu erhalten, zeigen wir gleich etwas mehr, als fur den Beweis von (la, b) 
notig ware. Es sei eine gegen einen Wert Q f R U (m} konvergente Folge 
von Elementen a,, a2 ,... E ‘?I gegeben und zugehorige Irrationalzahlen 
4 ,e, ,... mit a, = a(0,) gewlhlt. Wir konstruieren eine Irrationalzahl 19, mit 
a(@,,) = a und zeigen, dafi man durch geeignete Modifikation iiberabzahlbar 
viele 19’ mit derselben Eigenschaft gewinnen kann. Der Fall a = co erledigt 
sich ahnlich wie a < co. Wir beschranken uns daher auf den letzteren. Nach 
eventueller Auswahl einer Teilfolge darf man dann annehmen, da13 gilt 
la,-4 <-& (n E IN). (12) 
Es sei (kg’, k:“),... ) die Entwicklung von 0,. Nach Lemma 2 ist a,, = 
lim sup sj”) mit si”) = (ki”‘, kiy, ,... ) + (0, kj?, , kj?z ,... ). Daher kann man 
ein m = m(n) E N so wihlen, da13 kg:,,,-, > 3 und 
1 
sin) < a, + 2n fur alle Indizes j > m(n). (134 
Unter diesen BiBt sich aus demselben Grund ein Index r = r(n) > m(n) + 4n 
so wiihlen, da8 kl;j,, > 3 und 
Weiters sei q = q(n) > r(n) + 4n ein Index mit k’,;;, +, >, 3 und endlich 
p E N, beliebig. Wir ersetzen nun fiir jedes n r? N den Abschnitt (kz’,... 
k(n) r ,*** kr’,... k&) der Entwicklung von 0, durch u, := (kz’,... ky’,... k?‘, 
(2),). Denkt man sich dieser Ziffernfolge eine Zwei vorangestellt und sie 
dann beliebig nach links und rechts verlangert, so gelten wegen kz!, , 
kg!, 2 3 und der Wahl der Abstslnde der ausgewahlten Teilnenner nach 
Lemma I, (4a), unabhangig von der Art dieser Fortsetzung die 
276 GERHARD RAMHARTER 
Abschiitzungen s+n) := kJ!“) + (0, /cj:‘, ,... k:‘, 2 ,...) + (0, $2, ,... k’,“‘, 2 . ..) < 
s!“) (j = m,... 
und (13) 
q> und $:A, < s Fyi, < s”z$, + 1/2n, daher zusammen mit (12) 
$n) < a + ! -  
J und n I cl, - 
.I<+. 
Die Abschnitte u,, werden nun zusammengesetzt und defmieren die 
Entwicklung einer Zahl 8, = (1,, I,, I, ,...) := (u,, u2 ,... ). Diese ist, da sie mit 
den k$‘$ unendlich viele Teilnenner 23 besitzt, sicher irrational. Da13 sie die 
gewiinschte Eigenschaft a(B,) = a hat, ist nach dem obigen klar, wenn man 
noch beriicksichtigt, da13 nach Lemma 2 zur Bestimmung von cr(8,) die 
Abschatzung der Glieder mit 1, > 3 tatsachlich ausreicht. Nun sei 
0 = (k,, k,, k, ,...) E R\O gewlhlt und die ganze Konstruktion fiir die 
triviale Folge a, = a, 19” = B durchgeftihrt. Die hochgestellten Indizes ktinnen 
im folgenden entfallen, da die Abschnitte jedesmal derselben Entwicklung 
entnommen werden. Indem man die Moglichkeit ausniitzt, die Anzahl p(n) 
der Zweien am Ende jedes Teilabschnitts ohne Auswirkung auf (14) ad 
libitum wahlen zu kiinnen, erhllt man kontinuumviele Zahlen 8’ mit a(P) = 
a(e,) = a. 
Wir zeigen jetzt, da13 ‘u in sich dicht ist. Dazu sei ein 0 = (k,, k, ,...) mit 
a = a(f?) und ein E > 0 gewlhlt. Die Bezeichnungen seien dieselben wie 
vorhin. Wir halten ein n E N mit l/n < E fest und betrachten die Folge der 
Zahlen 8,, = ((I, ,... ~q+p--(m--lJm) := ((kn~np- km-- km, PQA P E FJ. 
Wegen Lemmata 2 und 3 gilt aP := a(e,,) = fj = ((lj, lj+, ,... lj-,),) - 
l/((lj- IT*** lj),) =:x - l/y fur ein passendes j E ( 1, 2,.. q - m + 1 =: r-1 (im 
Fallj= 1 ist natiirlich Zjel =lPf4~~,,-,~ (=2) zu verstehen) und damit nach 
(14) 
lap--l < l/n, (15) 
unabhtingig von p. Die Folge der j(p), p E N, mu13 daher einen der Werte 
l,... r, sagen wir 1, unendlich oft annehmen, also j(p,) = 1 fiir eine Teilfolge 
pi. Nun existiert aber ersichtlich 
lim slPi = lim aPi =: p 
i+oo i4m 
und ist rational. Wegen der Abgeschlossenheit von fl ist tiberdies 
p = a(q) E ‘u mit passendem II. Andererseits sind alle aP irrational. Denn die 
Gleichungen 
X= (lj, lj+lY*.. J-17 1, x> und V = (lj-1 3 lj-2 3*** lj9 W) 
haben, da nicht alle Teilnenner gleich 2 sind, je genau zwei Losungen 
0 < x, < 1 < x2, bzw. 0 < y, < 1 < v/~ und es gilt x,,~ = y T S drn, y, 6 E Q, 
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m E N quadratfrei. Die zweite Gleichung llljt sich umformen zu l/v = 
(lj, lj+ls-' lj-13 l/W), woraus durch Vergleich mit der ersten sofort l/y1 = 
x2 = y - 6 \/m, also c+, = 26 drn folgt. Die Werte agi sind somit zum 
Unterschied von ihrem Grenzwert p irrational, daher gibt es unter ihnen 
unendlich viele paarweise verschiedene. Indem man nijtigenfalls in (15) n 
iiber alle Grenzen gehen la&, hat man damit a als Htiufungspunkt von 
Elementen der Form 26 drn E ‘ZI erkannt. Dieselbe Uberlegung, angewandt 
auf api anstelle von Q und mit hinreichend kleinen si, l&fit erkennen, da13 sich 
such paarweise verschiedene rationale Elemente pi = a(q,) E ‘u bei a hlufen. 
Damit ist nachgewiesen, da13 2I perfekt ist. Das bedeutet insbesondere, da13 
jedes Element Kondensationspunkt in U ist. 
Wir haben noch (lc) zu zeigen. Nach Lemma 2 ist a(0) < co fur eine Zahl 
19= (k,, k, ,...) genau im Fall sup k, < 03 (Die Festsetzung a(0) = 0 fur 
Rationalzahlen ist damit vertrlglich, wenn man diesen stets nicht- 
abbrechende Entwicklung zuordnet). Setzt man fiir I E R\l 0, = 
{ 8 = (k,, k, ,...) E R 1 k,, k, ,... < I}, dann ist demnach 0 = {0 ) a(0) < co } = 
UleN 0,. Wir zeigen, da13 0, abgeschlossen und nirgends dicht ist. Die 
Konvergenz einer Folge 8, E 0, gegen eine Zahl 8 E IR zieht nach sich, da13 
die Langen iibereinstimmender Abschnitte der Entwicklungen beliebig grorj 
werden, wofiir etwa Lemma 1 sofort die Begriindung liefert. Daraus folgt 
unmittelbar die Abgeschlossenheit von 0,. Dal3 die Menge nirgends dicht ist, 
folgt daraus wiederum in Verbindung mit der Tatsache, da13 die Zahlen mit 
unbeschrlnkten Teilnennern (welche offenbar im Komplement von 0, 
enthalten sind) dicht in iR und erst recht in 0, liegen. Zusammenfassend 
haben wir 0 als abztihlbare Vereinigung abgeschlossener, nirgends dichter 
Mengen erkannt. Damit ist der Beweis von Satz 1 erbracht. 
4. Beweis von Satz 2. Wir beginnen mit (2a), wobei wir nur den 
Fall a(0) > 1 verfolgen. a(e) = 1 erledigt sich ahnlich. Es ist klar, da13 sich 
dann (2a) aus der Implikation 
a(0) < 1 + 2/c * a(4) > c (c E R x9 
ableiten hifit. Zunachst stellen wir fest, dal3 wegen a(B) < 2 in der 
Entwicklung (k,, k, ,...) von 0 nicht unendlich viele Teilnenner 24 
vorkommen kdnnen (Lemma 2), also ist 0.B.d.A. 8 = (3, (2)k,, 3, (2)k2 ,... ). 
Ware k,-, , k, < c - 2 fur unendlich viele n E N, so htitte man a(B) > 
3 + a (2)k,-,, 3, (2),) + (0, (2)k,, 3, (2),) = 1 + ll(k,-, + 2) + 
l/(k, + 2) > I + 2/c, im Widerspruch zur Annahme. Daher ist 
max{k,-,, k,} > c- 2 (>O) fur n E N und wegen Lemma4 a(-@ > 
((c + 1, 3),) + (0, (3, c + l),) > c wie behauptet. 
Wir wenden uns nun (2b) zu. Aus [7] entnimmt man, da13 die mit der 
Markovfolge assoziierten Zahlen 8,) 8, ,..., &... eine regulare Kettenbruchent- 
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wicklung 0 = [k,, k2,...] v_n folgender Bauart haben: Es ist 19, = [(l, l),], 
4 = [CL 2),1. N 
- - 
un sei P die Menge geordneter Paare {u, v) von Ziffern- 
folgen zi, 5, die induktiv deliniert ist durch die Vorschriften: {CO, cO} := 
((2,2), (1, 1)) E p; falls {ti, 6) E p, dann such {U; tic} und (~76, ~7) E E Unter 
- - 
~76 ist dabei die durch Aneinanderfiigen der Ziffernfolgen U, u gebildete Folge 
zu verstehen. 1st 0 die Menge der Elemente (scil. Ziffernfolgen), die als 
Komponente eines Paares {zi, V) E p auftreten, dann ist a(e) E % f’ 
[V5,3) = 9JI genau fur die Zahlen 8 = [zX . ..] = [U, ] mit U E 0 und die 
dazu beziiglich der gewohnlichen Entwicklung [. ] Cquivalenten. 
Konstruiert man in analoger Weise wie p, 0 Mengen P, U, indem man 
CO, CO durch U, = (4, 2). U, = (3) und im iibrigen ti, 5 tiberall durch U, u 
ersetzt, so folgt durch Iterieren der leicht nachpriifbaren Identitlten 
1 + [v,, z] = 1 + [l, 1, z] = (3, 1 t z) = (U(), 1 t z), 
1 t [ziO, z] = 1 t [2,2, z] = (4,2, 1 t z) = (U,, 1 t z) 
sofort 1 + [Uu...] = (uu . ..) fur alle u E U, also jedenfalls [U,] lquivalent zu 
(u,) beziiglich beider Entwicklungen, und es werden auf diese Art genau die 
mit 9JI assoziierten Zahlen 6 erfaBt. 
Es sei 19 = (u,) mit u E U beliebig gewahlt. Auf Grund der Konstruktion 
von U 1al3t sich u such als (endliche) Folge von Elementen u,, uO auffassen. 
Aus den Konstruktionsvorschriften ergibt sich unmittelbar durch Induktion, 
dalJ die durch einfache Aneinanderreihung entstehende, beidseitig nichtab- 
brechende Folge F = (... uuu . ..) von Elementen ZQ,, ~3, symmetrisch, d.h. (als 
beidseitig unendliche Folge) identisch mit der von riickwlrts gelesenen Folge 
ist. Interpretiert man F als Ziffernfolge F’, so folgen in dieser offenbar nur 
Ziffernabschnitte des Typs . . . (4, 2),, (3),, (4, 2),. ,... mit p, q, r ,... E N 
aufeinander. Die im Sinne von Lemma 4 duale Folge F” ist daher von der 
Bauart . . . (2, 4)p, (3),, (2,4), ,... . Aus der Symmetrie von F folgt, da13 F’ 
identisch ist mit der von riickwlrts gelesenen Folge F” (insbesondere wieder 
reinperiodisch). Mit Lemmata 2 und 3 schlierjt man daraus a(O) = a(-@ und 
damit (2b). 
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